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Devoir maison : vocabulaire ensembliste et fonctions. Correction.

Ce devoir est facultatif.

Solution 1. 1. On procede par double inclusion. Soit A, B C Y.

(a) — fFYAUB)C f Y AUFfYB): Soit = € f71 (AU B). Alors f(z) € AU B, donc f(z) € A ou
f(x) € B. Dans le premier cas, z € f~(A) et dans le deuxiéme cas, z € f~(B). On a donc toujours
x € f7Y(A) oux € f7Y(B), cest-a-dire z € f~H(A) U f~1(B).

— YA UfFYB)C fYAUB) : Soit x € f~HA) U f~YB). Alors z € f~1(A) ou z € f~1(B),
autrement dit f(x) € A ou f(x) € B. On a donc f(x) € AU B, c’est-a-dire z € f~1(AU B).

(b) — fYANB)C f~Y AN fYB):Soit z € f~Y(ANB). Alors f(x) € AN B, c’est-a-dire f(z) € A et
f(z) € B. De f(x) € A, on déduit que z € f~1(A) et de f(z) € B, on déduit que =z € f~1(B). Par
conséquent, z € f~1(A) et z € f~1(B), c’est-a-dire x € f~1(A) N f~1(B).

— AN fYB)C Y ANB) : Soit x € f7YHA) N f7YB). Alors z € f~1(A) et z € f~YB),
autrement dit f(x) € A et f(x) € B, c’est-a-dire f(z) € AN B, et donc x € f~1(AN B).
2. Soit C,D C X.

(a) — f(CUD)cC f(C)U f(D) : Soit y € f(CUD). Alors il existe x € CUD tel que y = f(z). On a donc
2 € C ouz € D. Dans le premier cas, y = f(z) € f(C) et dans le deuxiéme cas, y € f(D). On a
donc y € f(C) ouy € f(D), autrement dit y € f(C)U f(D).

— f(CYU f(D) C f(CUD) :Soit y € f(C)U f(D). Alors y € f(C) ou y € f(D). Dans le premier cas,
il existe x € C tel que y = f(z) et dans le deuxiéme cas, il existe x € D tel que y = f(x). Il existe
donc toujours x appartenant & C ou a D, autrement dit x € CUD, tel que y = f(x). Par conséquent,
y e f(CUD).

(b) Soit y € f(CN D). Alors il existe z € CN D tel que y = f(x). Ona donc x € C et z € D. De x € C, on

déduit que y = f(z) € f(C) et de x € D, on déduit que y = f(z) € f(D). Par conséquent, y € f(C) et

y € f(D), donc y € f(C) N f(D).

3. Posons X =Y = R, f la fonction constante égale & 5, C' = [-1,0] et D = [2,3]. Alors C N D = {}, donc
f(€n D)= f(®) =0. Mais f(C) = f(|-1,0]) = {5} et f(D) = f([2,3]) = {5} car [ est constante égale & 5,
donc f(C)N f(D) = {5} n{5} = {5}. Comme@;ﬁ{E)} on a bien f(CND)# f(C)N f(D).

4. — = : Supposons que pour tous C,D C X, on a f(CND)= f(C)N f(D) et montrons que f est injective.
Pour cela, considérons x1, x5 € X tels que f(x1) = f(x3) et montrons que x; = xo. Notons y = f(x1) =
F(ws) et posons C = {a1} et D = {za}. Alors £(C) = f({z1}) = {y} et (D) = f({z2}) = {y}, donc
f(C)N f(D) = {y}. Mais par hypothese, f(CND) = f(C)N f(D), donc f(CND)={y}, autrement dit
Ff{z1} Nn{z2}) = {y}. En particulier, f({z1}N{xz2}) n’est pas vide, donc {z1} N {z2} n’est pas vide, ce
qui n’est possible que si 7 = x3. La fonction f est donc bien injective.

— <= : Supposons que [ est injective et montrons que pour tous C,D C X, on a f(CND) = f(C)N f(D).
Soit C, D C X. On a déja vu que f(CND)C f(C)N f(D) en 2.(b), il ne reste donc plus que l'inclusion
f(C)n f(D) C f(CN D) aprouver. Soit y € f(C)N f(D), autrement dit y € f(C) et y € f(D). Comme
y € f(C), il existe z¢ € C tel que y = f(z¢); de méme, comme y € f(D), il existe xp € D tel que
y= f(zp). Onadoncy = f(zc) = f(xzp). Or f est injective, donc z¢c = xp. Par conséquent, en posant
r=zc=xp,onax € CetreD,cesta-direx € CND,etdoncy=f(z) € f(CND,).

Solution 2. 1. Soit A C X. Soit z € A, montrons que z € f~!(f(A)). Par définition de la préimage, cela
revient & montrer que f(x) € f(A), ce qui est évident car x € A.



2. Soit BC Y. Soity € f (f*I(B)), montrons que y € B. Comme y € f (ffl(B)), il existe z € f~1(B) tel que
y = f(x). Mais par définition de f~1(B), on a f(x) € B, c’est-a-dire y € B.

3. Prenons X =Y = R et f la fonction constante égale & 6. Prenons également A = [0,1]. Alors f(A4) =
f([0,1]) = {6} car f est constante égale & 6. Donc f~* (f(A4)) = f~1({6}) = {z € R | f(z) = 6} = R. Comme
[0,1] # R, on a bien A # f~1(f(A)).

Pour un exemple d’inclusion stricte dans la seconde inclusion, prenons les mémes X, Y et f. Prenons B = {12}.
Comme f ne prend pas la valeur 12, on a f~1(B) = f~1({12}) = 0, et donc f (f~(B)) = f(#) = 0. Comme
{12} # 0, on a bien B # f (f~1(B)).

4. — == : Supposons que pour tout A C X, f~1(f(A)) = A et montrons que f est injective.

Pour cela, considérons z1, z2 € X tels que f(z1) = f(x2), et montrons que x1 = x5. Notons y = f(x1) =

f(x2) et posons A = {z1}. Alors f(A4) = f({x1}) = {y}. Par conséquent, f~1(f(A)) = f~1{y}).
Mais par hypothese, f~1(f(A)) = A, donc f~1({y}) = {x1}. Mais 22 € f~({y}) car f(x2) = y. Donc
x9 € {21}, autrement dit xo = 2. Ceci prouve I'injectivité de f.

— <= : Supposons que f est injective et montrons que pour tout A C X, f~1(f(A)) = A.
Soit A C X. On a déja montré que A C f~!(f(A)) en question 1. Il ne reste plus qu’a montrer que
FLH(f(A)) C A. Soit z € f7L(f(A)). Alors f(z) € f(A), donc il existe & € A tel que f(z) = f (Z). Par
injectivité de f, on obtient z = &, et comme & € A, on conclut bien que = € A.

5. — = : Supposons que pour tout B C Y, f (f~!(B)) = B et montrons que f est surjective.

Soit y € Y. Posons B = {y}. Alors f (f~!(B)) = B, autrement dit f (f~'({y})) = {y}. En particulier,
f(F7*({y})) n’est pas vide, donc f~({y}) n'est pas vide. On peut donc considérer z € f~!({y}), et
alors f(z) = y. On a trouvé un antécédent a chaque élément y € Y, donc f est surjective.

— <= : Supposons que f est surjective et montrons que pour tout B C Y, f (ffl(B)) = B.
Soit B C Y. On déja prouvé que f (f*I(B)) C B en question 2. Il ne reste plus qu’a prouver que
B cCf (f*I(B)). Soit y € B. En particulier, y € Y, donc par surjectivité de f, il existe x € X
tel que f(x) = y. Comme y € B, cela entraine que f(z) € B, donc x € f~!(B). Par conséquent,

y=f(x) e f(f(B)

Solution 3. Soit 41,92 € Y tels que y; < ya, montrons que f~(y1) < f~1(y2).
Supposons par l'absurde que f~'(y1) > f~'(y2). Alors par croissance de f, on aurait y1 = f(f~*(y1)) >

[ (f%(y2)) = y2, ce qui contredit y; < yo.



